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Die bei ~ehrelektronenproblemen auftretenden Kr~fte und 
Energien sind nieht nur z. B. fiir die !Viehrelektronenspektren 
der Atome und iV~olekiile und fiir die Bewegung der Elektronen 
im Innern eines 5~etalls, sondern auch fiir das Zustandekommen 
der hom6opolaren chemischen Bindung wichtig. Es wird an 
einigen einfachen Beispielen klargestellt, was hieran schon 
yore Standpunkt der klassischen Physik aus zumindest qualita- 
tic verst~ndlich ist und wo man zu ihrer Erkl~rung die Quanten- 
mechanik heranziehen mul~. In diesem Sinne wird aufgezeigt, 
dal~ die Austauschkr~fte rein elektrischer Natur sind, daI~ da- 
gegen die Ladungsverteilung, die zu diesen Kr~ften fOhrt, 
klassisch nicht vollstandig verstanden werden kann. 

E i n l e i t u n g .  

D~ bier versucht werden soil, bei schon 5fters behandelten und im 
Prinzip gekli~rten Erscheinungen die physikalisehen Grundlagen so klar 
wie mSglich her~uszusch~len, werden Rechnungen in folgendem nur so 
wait gebracht, ~de es zum Verst~ndnis der physikalischen ~berlegungen 
unbedingt notwendig ist. Im ~olgenden werden wit so vorgehen, d ~  
wir zun~chst d~s quantenmechanische Modell des Problems kurz skizzieren 
und anschliei~end erSrtern, wie welt sich dieses dureh ein klassisches 
Modell ann~thern li~l~t. Zur genauen Durchffihrung s~mtlicher bier nur 
kurz angedeuteten Rechnungen sei auI die Biicher yon Arnold Sommer- 
/eld, Atombau und Spektrallinien, Bd. II ,  Br~unschweig, Friedrich 
Vieweg u. Sohn, und von Hans Hellmann, Einffihrung in die Qu~nten- 
chemie, Leipzig und Wien, Fr~nz Deuticke, 1937, verwiesen. Als ein- 
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faehstes Beispiel fiir die Mehrelektronenspektren behandeln wit zun~ehst 
das neutra]e Heliumatom. Ansehliegend befassen wir uns - -  als Vor- 
bereitung ffir das Verst~ndnis der homSopolaren Bindung - -  mit  dem 
positiv geladenen Wasserstoffmolekiilion und gehen zum Schlug auf die 
hom6opolare Bindung beim neutralen Wasserstoffmolekiil ein. 

D a s  n e u t r a l e  H e l i u m a t o m .  

U m  die zu einem atomaren System gehOrige Schr6dinger-Gleichung 
zu erhalten, aus der sich bekanntlich die Energiewerte des Systems 
berechnen lassen, geht man am besten yon dem Energiesatz in der 
Hamiltonschen Form aus. Fiir ein Zweielektronenproblem, wie w i r e s  
beim Hel iumatom vor uns haben, lautet  er: 

H (~1)P2, ~1 ~2) - -  pI2 P~ 2 m § ~ -  § V1 + V2 + Vl~ ---- E. (1) 

01 und p+= bezeichnen die Impulse m 01 und m 02 der beiden Elektronen. 
Die beiden ersten Terme in (1) stellen also die kinetische Energie der 
beiden Elektronen dar. Dutch V, = - -  2 e2[lr,] und V~ = - -  2 ez/[r~l 
wird die Coulombsehe Wechselwirkung der beiden Elektronen mit  dem 
zweifach geladenen Kern  besehrieben, wghrend VI~. = e~[Irl--r~l die 
Coulombsche Weehselwirkung der beiden Elektronen untereinander 
angibt. Der ~Jbergang zur SchrOdinger-Gleiehung gesehiehg nun da- 
dureh, dag man die Impulskomponenten P~, P~ und Pz dutch die 

0 , h/2 z~ i und hi2 ersetzt. 0peratoren h/2 ~ i ~ ~ ~ ~ ~ Als SchrOdinger- 
Gleiehung unseres Problems erha]ten wir damit:  

H ~ 0 ( h r 2 ) =  --T-ram A~---ff~-m A2 + V~ + V~ + V~ ~ ( r i r ~ ) =  

= E ~o (rl r2), (2) 
wobei : 

~ ~2 ~ h 

Sehen wit die Weehselwirkung der beiden Elektronen untereinander 
als klein an und betrachten diejenigen Zust~nde, in denen sieh ein 
Elektron im r-ten und ein Elektron im s-ten Eigenzustand des Helium- 
atoms befindet, so lauten die beiden normierten Eigenfunktionen ~, die 
die SchrSdinffer-Gleiehung (1) in nullter N~herung befriedigen: 

1 
~0 (rl r~) = ~ -  [~0s (h) ~ (r~) • ~ (r2) ~ (rl)]. (3) 

Die Normierungsbedingung: I~* ~ d~l dr2 = I bedeu~eb die physikaliseh 
sinnvolle Forderung, dag die Wahrscheinliehkeit, die beiden Elektronen bei 
einer Messung irgendwo anzutreffen, gleich 1 ist. 
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Hierbei ist 9, die ~ormierte Eigenfunktion des s-ten Eigenzustandes 
des I-Ieliumatomions He +, wghrend 9,. entspreehend die normierte Eigen- 
funktion des r-ten Eigenzustandes ist. Daft in (3) gerade die symme- 
trisehe (+)  und die antisymmetrisehe Kombination der Heliumatomion- 
eigenfunktionen auftritt, liegt daran, dag die L6sungen (3) aus den 
exakten Eigenfunktionen des Heliumatoms hervorgehen, wenn die be- 
ziiglieh der beiden Elektronenkoordinaten symmetrisehe Weehsel- 
wirkung V12 verseh~4ndet. Man sieht daraus, dag in (3) bereits der 
Symmetrieeharakter der Weehselwirkungsenergie V12 berfieksiehtigt ist, 
obwohl zur Bereehnung yon (3) V12 selbst gleieh Null gesetzt wurde. 
Wie wit naehher noeh sehen werden, bedeutet das, dab sieh die Elektronen 
bereits in nullter N~herung nieht mehr unabhS~ngig yon einander bewegen. 

Zur Bereehnung der Energieeigenwerte des Heliumatoms in erster 
NS~herung bildet man den Energieerwartungswert 

i ~o* (h r2) H V (r~ r2) dr~ dr2, 
worin: 

dr = dx dy dz 

und man erh~ilt folgende beide Energiewerte 

Esymm = E~ + E~ + C + A (P~razustand) (4) 
und 

E~ntisymm = Er T Es @ C -  A (Orthozustand). 

Hierbei sind E~ und E~ die zum r,ten und s-ten Eigenzustand des Helium- 
atomions gehSrigen Energiewerte. 

Die GrSge 

C = i ~os* (rl) ~tgs (rl) V12 ~r* (r2) ~,  (r2) dr1 dr2 (5a) 

bezeiehnet man iiblieherweise als mittlere Coulombsche Wechselwirkungs- 
energie der beiden Elektronen, w~hrend 

A = i ~v~* (r~) ~0,. (r~) V~% (r~) qo,.* (r2) dr~ dr2 (5b) 

die sogenannte Austauschenergie darstellt. 
Sowohl C als aueh A sind positive Gr6Ben ~. Daraus sieht man, dab 

bei vorgegebenen Quantenzahlen r u n d  s der antisymmetrisehe Zustand 
(Orthozustand) beim tIeliumatom immer energetiseh tiefer liegt als 
der symmetrisehe Zustand (Parazustand). Aus der ansehlieBenden 
Betraehtung wird der physikalisehe Grund fiir dieses Verhalten ersiehtlieh. 

Die obige Benennung der Gr6Ben C und A erweekt zun~ehst den 
Eindruek,  ~ls trete neben der ,,Coutomb-Energie" C noeh die zweite 
Energie A in Erseheinung, die nieht als eine Energie der aus der klassisehen 
Elektrizit~tslehre bekannten Art deutbar sei. Das ist nieht riehtig, 

~- Siehe z. B. A. Sommer]eld, Atombau und Spektral]inien. 
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denn erst C und • A zusammen ergeben die gesamte Coulombsche Wechsel- 
wirkungsenergie. Man sieht das leieht aus folgender Uberlegung: 

Bekanntlieh ist naeh der statistisehen Deutung der Wellenfunktionen ~o 
und ~o* die Wahrseheinliehkeit, bei einer Messung das eine Elektron im 
V01umenelement dr I und gleichzeitig das zweite Elektron im Volumen- 
element dr2 vorzulinden, gegeben dutch 

1 
~0" (rl r2) ~0 (rl r2) dr1 dr2 = ~ [~* (rl) ~r* (r2) • ~*  (r~) ~r* (rl)] 

�9 [q~ (rl) ~r (r2) • ~ (r2) ~ (rl)] dh dr2. (6a) 

Betraehten wir zun/iehst den antisymmetrisehen Zustand, so sehen 
wit, dab ffir r l  gegen re der obige Ausdruek gegen 0 geht. Das bedeutet, 
dab sieh die Elek~ronen im ~ntisymmetrisehen Zustand gegenseitig aus- 
weiehen. Beim symmetrisehen Zustand ist es gerade umgekehrt, hier 
ist die Wahrseheinliehkeitsdiehte dafiir, dab sieh die beiden Elektronen 
nahe beieinander aufhalten, grSger, Ms dab sie weir auseinander sind. 
Man erkennt das damus, dab im symmetrisehen Zustand die Wahr- 
seheinliehkeit die beiden Elektronen am selben Ort vorfinden, doppelt 
so grog ist, wie wenn sieh die Elektronen unabh/~ngig voneinander be- 
wegen wfirden, denn die zu soleh einer Bewegung gehSrige Wahrsehein- 
liehkeitsverteilung lauteg bekannglich 

~0" (1c 1 r2) ~0 (r 1 r2) = ~os* (rl) Tr* (re) (Ps (rl) (Pr (re). 

Zur Bestimmung der mittleren Coulomb-Energie mug man die in (6a) 
angegebene Wahrseheinliehkeit mit der zugehSrigen Coulombsehen 
Weehselwirkungsenergie Vie multiplizieren und fiber den gesamten Werte- 
bereieh von rl und r~ integrieren. Man erh~lt d~nn gerade 

Ecoul -- C • A. (7) 

Aus dieser Betrachtung ist ersichtlieh, dab das Austausehglied in (4) 
dadurch auftritt,  dab sich die beiden Elektronen nicht unabhiingig von- 
einander bewegen; denn nehmen wir zur Berechnung der mittleren 
Coloumb-Energie die oben angegebene Diehteverteilung ffir die unab- 
h~ngige Bewegung der beiden Elektronen, so wird Ecoul nur gleich C. 

Es ist nun aueh zu verstehen, warum bei vorgegebenen Quanten- 
zahlen r und s der Orthozustand immer energetisch tiefer liegt als der 
Parazustand3; denn im Orthozustand ~di'd wegen des gegenseitigen Aus- 
weichens der beiden Elektronen die Coulomb-Energie im Mittel geringer 
als im Parazustand, in dem sieh die Elektr0nen gerade nmgekehrt ver- 
halten. Die kinetische Energie der Elektronen ist in beiden Zusti~nden 
in der hier betrachteten N~herung dieselbe. 

Der Grundzustand des Heliumatoms ist ein Parazusgand, well der 
zugehSrige Orthozustand in diesem Falle nicht existiert. 

62* 
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Aueh zur Ladungsverteilung, die zu den oben angegebenen Energien 
bzw. Krgften fiihrt, lessen sieh in der klassisehen Physik Analogien 
finden. So stellt sieh in den stationiiren Zust/~nden eine Ladungsver- 
teilung der Art ein, dag bei einer infinitesimalen Anderung dieser Ladungs- 
verteilung der Erwartungswert der Gesamtenergie sieh nieht ~ndert - -  
auf den diesbeziigliehen Beweis wollen wit hier verziehten. Des ent- 
sprieht dem aus der Meehanik bekannten Satz: Befindet sieh ein K5rper 
im statisehen Gleiehgewieht, so ~indert sieh seine Energie bei einer 
infinitesimalen Versehiebung nieht. Beispielsweise ist bei vorgegebenen 
Quantenzahlen r unds der zum 0rthoznstand geh6rige Erwartungswert 

der Gesamtenergie ein Minimum, wiihrend er im Parazustand ein Maximum 

ist. Klassiseh wiirde man sagen, die beiden Elektronen stellen sieh so 

gegeneinander ein bzw. haben ihre ]~ahnen so gegeneinander geneigt, 

dab die Gesamtenergie in den station~ren Zust~nden ein Minimum 

(stabiles Gleiehgewicht) bzw. ein Maximum (labiles Gleiehgewieht) 
besitzt. Hierbei kommt es auch in der klassisehen Physik fiir die Lage 
eines K6rpers im statischen Gleichgewicht gar nieht auf die GrSl3e der 
riiektreibenden (stabiles Gleiehgewieht) bzw. wegtreibenden (labiles 
Gleiehgewicht) Kraft  bei Entfernung des KSrpers aus der Ruhe- 
lage an. Diese Kraft  ist z. B. beim stabilen Gleiehgewicht nur fiir die 
Einstellgesehwindigkeit dieses Gleiehgewiehtes verantwortlieh. Die Lage 
einer Kugel in einer Schale ist dafiir e~n Beispiel. Bei einer noeh so flachen 
WSlbung der Sehale wird die Kuge] sehlieBlieh in der Schalenmitte zur 
Ruhe kommen. 

In der Theorie der 2tletallelektronen hat man bei der Betrachtung der 
station/~ren Zust/inde genau dieselben Verh~iltnisse, nur iibertragen auf 
viele Elektronen, vor sieh. Es ist daher naeh dem oben Gesagten verst/ind- 
lieh, dal3 sieh die Elektronen im Metall bei einer noeh so kleinen gegenseitigen 
Weehselwirkung nieht mehr unabh~ngig voneinander bewegen. Im Grund- 
zustand z. B. werden sieh diese Elektronen gegeneinander so einstellen, dal3 
die Gesamtenergie ein Minimum wird. 

Allerdings kann man beim Heliumatom, wie bei samttiehen Mehr- 
elektronenproblemen im Rahmen der Bohr-Sommer/eldsehen Theorie 
die Ladungsverteilung der Elektronen nieht in der Weise dureh klassisehe 
Bahnen ersetzen, dal3 das Mehrelektronenspektrum n~herungsweise 
riehtig herauskommt. Bei Atomen mit einem Leuehtelektron ist dies 
ja bekanntlieh mSglieh ~. Der Grund dafiir ist folgender: Wie man aus (3) 

Dal? beim Wasserstoffatom die Berechnung der Energieterme nach 
der Bohr-Sommer]eldsehen Theorie und naeh der strengen Quantenmeehanik 
exakt dasselbe liefert, ist als Zufall anzusehen. Denn quantenmeehaniseh 
gesehen, ist des Elektron im Gegensatz zur klassisehen Auffassung in jedem 
Energiezustand mit einer gewissen Wahrscheinliehkeit beliebig welt ent- 
fernt yore Kern anzutreffen. Beim ctbgeschnittenen Coulomb-Feld z. B. trifft 
diese exakte iJ-bereinstimmung bereits nieht mehr zu. 
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sieht, bewirkt die symmetrische Wechselwirkungsenergie V12 , dal3 auch 
die Eigenfunktionen (3) vollst/~ndig symmetrisch bzw. antisymmetrisch 
in den Koordinaten der beiden Elektronen sind. Das heiGt physikaliseh, 
die Elektronen k6nnen prinzipiell nicht voneinander unterschieden werden. 
Die symmetrische Betraehtungsweise der Elektronen ist aber nur dadureh 
m6glich, dab in der Quantenmechanik im Gegensatz zur klassischen 
Physik prinzipiell auf die Bahnvorstellung verzicbtet wird und nur nach 
einer Wahrscheinlichkeitsverteilung der Elektronen z. B. bezfiglich ihrer 
Lage und ihres Impulses gefragt wird. 

AbsehlieGend zu unseren Betraehtungen fiber das Hel iumatom sei 
noch erw~hnt, daG auch die Behandlung der strengen L6sung des Problems 
a n  den bier gebrachten physikahsehen (~berlegungen nichts Wesentliehes 
/indert. 

D a s  W a  s s e r s t o f f m o l e k i i l i o n .  

Als einfaehstes Beispiel eines Molekiils betraehten wit zun~ehst das 
Wasserstoffmolekiilion im Grundzustand. Wit werden ansehlieBend 
sehen, daft wir an ihm bereits die wesentliehsten Eigensehaften studieren 
k6nnen, die zur homSopolaren Bindung fiihren. 

Das Wasserstoffmolekiilion besteh~ bekanntlieh aus 2 Wasserstoff- 
kernen, in deren Coulomb-Feld sieh ein Elektron bewegt. Hierbei wird 
sieh bei der Molekiilionbildung aus Wasserstoffatom und Wasserstoffkern 
(Proton) zwisehen den beiden Kernen soleb ein Abstand R einstellen, 
daft die Gesamtenergie ein Minimum wird. Um diesen Abstand Rmi n 
zu bereehnen, miissen wir zun~iehst die Gesamtenergie als Funk~ion 
des Kernabstandes R bestimmen. Wie beim Hel iumatom werden wit" 
uns bei der Bereehnung dieser Energie auf eine erste N~herung besehr~n- 
ken, da sieh aus ihr bereits s~mtliehe wesentliehen Eigensehaften dos 
Wasserstoffmolekiilions qualitativ ablesen lassen. Ebenso wollen wir 
aueh hier s~mtliehe Reehnungen nut  kurz andeuten. 

Die Schr6dinger-Gleiehung unseres Problems, die sieh g a n z  analog 
zur entspreehenden Gleiehung beim I-Ieliumatom ableiten l~tgt, lautet:  

h~ e~ e~ • ~ ]  
g ~ ( r ) =  - - ~ A - -  Ir~l I~l ' R j ~ ( r ) = E ~ ~  (8) 

- -h2/2  m A stellt don Operator der kinetischen Energie des Elektrons 
~2 ~2 

dar, wiihrend - - ~ -  und - - ~ -  die Coulombsehe Weehselwirkung des 
e2 

Elektrons mit  den beiden Kernen a und b angibt. ~ -  bezeiehnet die 

Coulombsehe Abstoftungsenergie der beiden festgehaltenen Kerne a und b. 
Nehmen wir zunaehst den Abstand R der beiden Kerne als sehr 

groft an, so kann sieh das Elektron entweder beim Kern a oder beim 
Kern b aufhalten. Wir k6nnen daher in nullter N~herung die Wellen- 
funktion dos Elektrons Ms eine lJberlagerung aus den beiden Wasser- 
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stoffatom-Eigenfunktionen des Grundzustandes ~a (r) und % (r) an- 
setzen. Wit  vernaehl~ssigen also in dieser Naherung jeweils die Weehsel- 
~drkung des Elektrons mit  dem weiter entfernten Kern. Da die Weehsel- 
wirkung des Elektrons mit  den beiden Kernen beziiglieh dieser Kerne 
vollst~ndig symmetriseh ist, erhalten ~dr a.natog zu den ~u 
beim Hel iumatom als Eigenfunktion nullter N~herung: 

1 1 
(r) --  V, ~ l ~ : S  (~a(r) •  (9) 

Diesmal t r i t t  wegen der eben erw~hnten Symmetrie in (9) die 
symmetrische bzw. antisymmetrisehe Kombinat ion der Wasserstoff- 
atom-Eigenfunktion bezfiglieh der beiden Kerne a und b auf. 

1 1 mit  S = i ~a (r) % (r) dr bewirkt, d~l~ dis Der Faktor  V2 V i e s  
Eigenfunktionen (9) auf t normiert sind. Wie man sieht, ist S, das stets 
kleiner als 1 ist, ein Mag dafiir, wie weit sieh die Eigenfunktionen ~,  
und % gegenseigig flbertappen. Zur Berechnung der Energiewerte 

1. N~herung bilden wit wie beim Hel iumatom i 9" (r)H~0 (r)dr und 
erhalten : 

e 2 e 2 

Esymm = E~ @ R 1 + S (D + F), 
e~ e ~- (10) 

Eant'isymm= E~ @ R ] - - S  ( D - - F ) .  

E o ist die Energie des Wasserstoffatoms im Grundzustand, wi~hrend 2, e/R 
die gegenseitige Coulombsche AbstoBungsenergie der beiden Kerne be- 
deutet. Diese beiden Terme geben also die Energie nullter N~herung 
unseres Problems an. Mit D wurde die positive GrSBe 

t_L~ �9 [r~l ~ ( r ) ~ .  (r) dr = i 1 ~ % (r) % (r) dr 

und mit  av die positive Gr6[te 

i ~  ~, (r) % (r) dr = .~ rbl % (r) ~v~ (r) dr 

abgekfirzt. 

Zeiehnet man die Energie in Abh~ngigkeit vom Abstand R auf, so 
erh~lt man qualitativ den Kurvenverlauf yon Abb. 1. 

Daraus ist ersiehtlieh, dab nut  der symmetrisehe Zustand zu einer 
Bindung fiihrt, da nur bei ihm die Gesamtenergie in Abhiingigkeit yore 
Kernabstand R e i n  Minimum durehliiuft. Im  Gegensatz zum Helium- 
atom geh6rt hier (bei festgehMtenem Kernabstand R) zur Ladungs- 
verteilung des antisymmetrischen Zustandes ein maximaler Erwartungs- 
wert der Gesamtenergie, wiihrend zur Ladungsverteilung des symmetri-  
sehen Zustandes ein minimMer Erwartungswert  der Gesamtenergie geh6rt. 
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Wir wollen nun, wie beim Heliumatom, darangehen, die eben er- 
haltenen Ergebnisse ansehanlieh zu deuten. Dazu zeiehnen wir den 
Verlauf des C o u l o m b - F e l d e s  der beiden Kerne a und b, in dem sieh das 
Elektron bewegt, in einer Ebene auf, die dureh die beiden Kerne a und b 
geht. Wir setzen dabei zun~ehst voraus, dag der Abstand R der b#iden 
Kerne groB gegeniiber dem W~sserstoffradius im Grundzustand sei. 
Man erh~lt dann den in Abb. 2 aufgezeiehneten Verlauf. 

Wiirde das Elektron den Gesetzm~gigkeiten der klassisehen Physik 
gehorehen, so k6nnte es sieh im Grundzustand (seine Energie ist dureh 
die gestriehelte Linie angedeutet), zumindest bei grogem Kernabstand R, 
nur in einer der beiden gezeiehneten Potentialmulden aufhalten. Aber 
es k6nnte nieht von einer Potentialmulde in die andere hiniiberweehseln, 
da seine Energie nieht ausreieht, um den mittleren Potentialberg zu 
iiberwinden. Qu~ntenmecha- 
nisch ist d~s bek~nntlieh 
mSglich. Wir haben es hier 
im Prinzip mit derselben Er- 
seheinung zu tun, die in der 
Kernphysik unter dem Na- 
men Tunneleffekt bekannt 
ist und die bekanntlich das 
Zustandekommen des c~- 
Zerfalles erkl~rt. Der Null- 
punktsschwingung des Elek- 

# 
a.  

#~/22 

Abb. 1. Die Energie des symmetrischen und antisymlne- 
trisctlen Zusta.ncles des Wasserstoffmolekfi~ions H~+ als 

Funktion des Kernabstandes R. 

trons im Grundzustand iiberlagert sich wegen dieses Effektes eine 
Schwingung, die fiir das Hin- und Heroszillieren des Elektrons 
zwischen den beiden Potentialmulden mal?gebend ist. Die Frequenz 
dieser Schwingung kann man dadurch ausrechnen, dab man z. B. 
fragt, welche Zeit vergeht, bis ein Elektron, das sich zur Zeit t = 0 
in der Potentialmulde um den Kern a befunden hat, mit Sieherheit 
in die PotentialmuIde um den Kern b hiniibergeweehseit ist. Die t~echnung, 
die hier nieht durchgefiihrt werden soll, ergibt, dab diese ,,Austausch"- 

F 
frequenz durch die Gr6Be ~VAust ~ ~ -  bestimmt ist. 

Fiir den Gleiehgewichtsabstand Rmi n der beiden Kerne (~.o 1,4 •) 
betriigt diese Frequenz ungef~ihr 1016 Sehwingungen pro Sek., w~hrend 
sie fiir den 10fachen Gleichgewichtsabstand bereits auf ungef~ihr 
106 Sehwingungen pro Sek. abgesunken ist. Im 100fachen Gleichgewichts- 
abstand ( ~  1,4-10 -6 era), also noeh unterhMb der mikroskopischen 
Meggenauigkeit, ist die Zeit fiir einen ~bergang bereits auf die unvor- 
stellbar lange Zeit yon l0 ss Jahren angewachsen 5. 

5 Siehe z. B.  H .  He l lmann ,  Einfiihrung in die Quantenchemie. 
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Verkleinern wir den Abst~nd R der beiden Kerne, so wird der 
Potentialberg in der Mitte immer weiter absinken, bis er schlieNich so 
klein geworden ist, dab das Elektron aueh naeh den Gesetzen der 
klassisehen Physik in die benaehbarte Potentialmulde hiniibergelangen 
kSnnte. Aber aueh jetz~ besteht noeh ein wesentlieher Untersehied 
zwischen dem Verhalten des Elektrons nach der klassischen Physik und 
naeh der Quantenmeehanik. Naeh der klassisehen Physik tritt an der 
PotentiMsehwelle, sobald die Energie des Elektrons zur TJberwindung 
des Potentialberges ausreicht, keine Reflexion des Elektrons an dieser 
Sehwelle mehr ein, wghrend nach der Quantenmeehanik das Elektron 
trotzdem mit einer gewissen Wahrseheinliehkeit noch reflektierg wird. 
Beim Abstand Rmi ~ der beiden Kerne ist die tgeflexionswahrscheinlieh- 
keit des Elektrons an der Potentialschwelle yon derselben Gr613enordnung 
wie seine iJbergangswal~rseheinliehkeit zur benaehbarten Potent ia l  

l fCz, u/ 
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I 
Abb. 2. Uoulomb-Energie des ;glektrons im Ion I ts+ l/ings der I~ernverbindungslinie bei festem 

Kernabstande. 

mulde. Man erkennt aus diesen Betrachtungen, dab der Tell der Ladungs- 
verteitung, der durch die GrSl3e F bestimmt ~4rd, in keiner Weise klassiseh 
verstanden werden kann. Wie man aus G1. (10) und Abb. 1 erkennen 
kann, ist die GrSge F wiederum ~iir das Zustandekommen der Bindung 
beim Wasserstoffmolekiilion verantwortlieh. 

Es sell nun noeh eine weitere qualitative Uberlegung angesehlossen 
werden, aus der man ansehaulieh einsehen kann, warum nur der 
symmetrisehe und nicht der anfisymmetrisehe Zustand zur Wasserstoff- 
molekiilionbindung fiihrt. I)azu betrachten wit die beiden in Abb. 3 
dargestellten Diagramme, in denen die Ladungsverteilung dieser beiden 
Zustgnde eingezeichnet ist. Die eingezeichneten Kurven sind Linien 
konstanter Ladungsdichte. Die Diehte nimmt yon den Kernzentren 
~us nach auBen ab. 

Man erkenn~ aus diesen beiden Diagrammen, dal3 im antisymmetri- 
sehen Zustand im Gegensa~z zum symmetrisehen Zustand die Ladungs- 
diehte zur Molekiilionmitte hin sehr stark abfgllt (in unserer Ngherung 
geht sie sogar auf 0 zuriiek). 
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Das bedeutet anschaulich, dal~ das Elektron sich im symmetrischen 
Zustand im wesentlichen gleichzeitig um beide Kerne herumbewegt,  
w/~hrend es im antisymmetrisehen Zustand sieh entweder nur um den 
Kern a oder nur um den Kern  b herumbewegt. Wir kSnnen daher sagen, 
im symmetrischen Zustand steht dem Elektron ein viel grSl~erer Raum 
fiir seine Bewegung zur Verffigung als im ~ntisymmetrisehen Zustand. 
Daraus k6nnen wir sofort die wiehtige Folgerung ziehen, dal~ die mittlere 
kinetische Energie des Elektrons, die proportional zum qtmdratischen 
Impulsmit telwert  des Elektrons ist, im symmetrischen Zustand viel 
kleiner ist als im antisymmetrischen Zustand. N~eh der Heisenbergschen 
Unseh~trferelation ist n~mlieh der quadratische Mittelwert des Impulses 
eines Teilehens um so gr5i~er, je kleiner der t ~ u m  ist, der diesem Teilchen 
fiir seine Bewegung zur Verfiigung steht. Dieses stgrke Absinlcen der 
lcinetischen Energie beim Ubergang vom antisymmetrischen Zustand zum 

s#/711n~tf/~c//ef Z/JstBn~ gnt/'s~rR~tP/~c//#r Zustgnd 

Abb. 3. Ladungsverteilung ira ~I2+-Ion im symmetrischen und antisymmetrischen Zustand. 

symmetrischen Zustsnd ist im wesentliehen fiir das Zustandekommen 
der Wasserstoffmolektilionbindung und, wie wir naehher sehen werden, 
such der Wasserstoffmolekiilbindung verantwortlieh 6. Um den eben 
gesehilderten Saehverhalt noch etwas besser zu verstehen, betrachten 
wir wie vorhin die Ladungsverteilung - -  des symmetrisehen Zustandes - -  
in Abhgngigkeit vom Kernabstand R. Bei Verkleinerung des Kern- 
abstandes R wird zungchst die kinetische Energie des Elektrons ab- 
sinken, da die Aufenthaltswahrseheinlichkeit des Elektrons zwischen 
den beiden Kernen wegen des oben geschilderten Tunneleffektes zu- 
nimmt und dadurch der l~aum, der dem Elektron im Mittel fiir seine 
Bewegung zur Verfiigung steht, vergrSl~ert wird. Fiir die mittlere 
potentielle Energie des Elektrons bedeutet die Zunahme dieser Auf- 
enthaltswahrscheinliehkeit dagegen, dab sie mit  Verkleinerung des 
Kernabstandes R zungehst zunimmt, denn zwischen den Kernen befindet 
sich ein hoher Potentialberg (siehe Abb. 2). Erst  bei einem Kernabstand,  

s Fiir den I-Iinweis auf diesen Puukt bin ich Herrn A. v: Mohrenstein 
zu Dank verpfliehtet. 
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der in der Gr6Benordnung des }Iolekfildurehmessers liegt, n immt die 
mittlere kinetisehe Energie des Elektrons  wieder zu (der Gesamtraum, 
der dem Elektron zur Verfiigung steht, wird wieder kleiner) und die 
mittlere potentielle Energie des Elektrons nimmt wieder ab (die H6he 
des PotentiMberges zwisehen den beiden Kernen verringert  sieh sehr 
raseh). 

Aus diesen Betraehtungen folgt das im ersten Augenbliek merk- 
wiirdig erseheinende Ergebnis: Obwohl bei Ann~herung eines Protons 
an ein Wasserstoffatom die gegenseitige potentielle Energie der Teilehen 
(Coulombsehe Abstogungsenergie der beiden Kerne, Coulomb-Energie 
des Elektrons im Feld der beiden Protonen)" zunimmt, ziehen sieh die 
Teilehen trotzdem im Mittel gegenseitig an. Die ErklS~rung ist, naeh 
dem oben Gesehilderten, darin zu suehen, dab die ~inetische Energie 
des Elektrons bei dieser Anng~herung so stark abnimmt, dab die Energie- 
5~nderung trotzdem negativ wird. 

Der eben gesehilderte quMitative Verlauf der kinetisehen und 
potentiellen Energie in AbhSmgigkeit vom Kernabstand l~iBt sieh aueh 
reehneriseh veffolgen. M a n  braueht dazu nut den Erwartungswert  der 
kinetisehen Energie 

. h2 
Eki n (R) = - -  i Y)* (12) 2 m -  gly) (1:) d r  

und der potentiellen Energie 

L" e2 e2 ~2 
Epot (R) = - -  ~ ~0" (r) Ir~l ~ Irbl + ~ - - / ~ o  (r) dr 

in Abh~ngigkeit yon R bilden. Darauf soll aber nieht ns eingegangen 
werden. 

Betraehten wit die beim Wasserstoffmolekfilion auftretenden elektri- 
sehen Kriifte und nieht die Energien, so k6nnen wir direkt erkennen, 
dal3 der symmetrisehe Zustand zur Anziehung und der  antisymmetrisehe 
Zustand zur Abstogung der beiden Kerne fiihrt. Nach Abb. 3 hSJt sieh 
das Elektron im symmetrisehen Zustand im MJttel h~ufiger an der 
Innenseite als an der Augenseite der Kerne auf 7. Daher wird dureh das 
Elektron im Mittel eine naeh innen geriehtete elektrisehe Kraf t  auf die 
beiden Kerne ausgeiibt, die fiir R > Rmi n die Abstol3ung der beiden 
Kerne iiberwiegt. I m  antisymmetrisehen Zustand ist es gerade umge- 
kehrt, bier h/ilt sieh das Elektron hSmfiger an der AuBenseite Ms an der 
Innenseite der Kerne (siehe Abb. 3) auf. Daher stogen sieh jetzt die 
Kerne im Mittel ab s. 

M a n  k 6 n n t e  a u e h  sagen,  dal3 d u r e h  d e n  T u n n e l e f f e k t  die  P o l a r i s a t i o n  
(ira symmetrisehen Zustand) der Elektrone~lafille und damit auch die gegen- 
seitige Anziehung der Kerne vergrSl3ert wird. 

s Um z. B. die den Kern a angreifende Kraft  zu bereehnen, mug man 
zun/~chst alas vom Elektron und dem Kern b am Ort a erzeugte mittlere 
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D a s  W a s s e r s t o f f m o l e k / i l .  

Zum Schtu~3 unserer Ausf/ihrungen solI nun noch das Wasserstoff- 
molek~:[ betrachtet  werden. Hier ki)nnen wir uns verhgltnism~Big kur~ 
fassen, da wir s~mtliehe ,resentlichen Eigenschaften, die zur Wasser- 
stolfmo]ekiilbindung fflhren, bereits am Heliumatom und am Wasser- 
sgoffmolekiilion studiert haben. Aus diesem Grunde wollen m r  jetzt 
auch darauf verziehten, die zur Wasserstoffmolekiilbindung gehSrigen 
quangenmeehanisehen Rechnungen zu skizzieren, da sie uns doch niehts 
wesentlieh Neues lehren. Wir beginnen daher sofort mit  der physikalisehen 
Diskussion des Problems. Beim Wasserstoffmolekiil haben wit es wie 
beim neugralen Heliumatom mit einem Zweielektronenproblem zu tun. 
Die Eigenfunktion, die fiir das Verhalten des Wasserstoffmolekfils m a l l  
gebend ist, mug daher (wegen der symmetrisehen Wechselwirkungs- 
energie zwisehen den beiden Elektronen) ~deder symmetriseh bzw. 
antisymmetriseh in den Elektronenkoordinaten sein (sie ist aueh 
symmetriseh bzw. antisymmetriseh beziiglieh der beiden Kerne a und b). 
Die Reehnung zeigt, daS diesmal (bei konstantem Kernabstand R) 
im Gegensatz zum t te l iumatom - -  im antisymmetrischen Zustand die 
Energie ein Maximum besitzt. Der symmetrisehe Zustand ffihrt zur 
Wasserstoffmolek/ilbildung, da nur bei ihm die Energie als Funktion 
vom Kernabstand R e i n  Minimum durehlS~uft. Um dies qualitgtiv zu 
verstehen, betraehten wit die Ladungswotke eines Elektrons im 
symmetrisehen und im antisymmetrisehen Zustand. Die Reehnung 
ergibt hier qualitativ dieselbe Diehteverteilung wie beim symmetrisehen 
und antisymmetrisehen Zustand beziiglieh der beiden Kerne des Wasser- 
stoffmolekiilions. Daraus kSnnen wit naeh unseren friiheren Betraeh- 
tungen sofort sehliegen, dab die kinetische Energie der beiden Elektronen 
im symmetrisehen Zustand viel kleiner ist als ira' antisymmetrisehen 
Zustand. Augerdem ergibt sieh aus denselben Argumenten ~de beim 
Wasserstoffmolekiilion, dab im symmetrisehen Zustand bei Verkleinerung 
des Kernabstandes R die kinetisehe Energie der Elektronen stark ab- 
nimmt,  solange R ziemlieh grSfier Ms der Durehmesser des Wasserstoff- 
molekiils ist. Aueh hier wird die Abnahme der kinetisehen Energie dureh 
den Tunneleffekt bedingt. Welter kann man analog zum Wasserstoff- 
molektilion erkennen, dab die Verkleinerung des Kernabstandes R 
zun~ehst eine VergrSl~erung der Coulombsehen Weehselwirkungsenergie 
der beiden Elektronen mit  den Kernen mit  sieh bringt, Aueh die Coulomb- 
Sehe Weehselwirkungsenergie zwisehen den beiden Elektronen wird bei 

{ elektrlsehe Potential bestimmen. Es ist gegeben dutch i ~* (r) - -  ~ + 

gibt dann die am Kern a angreifende mittlere elektrisehe Kraft  an. 
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ubnehmendem Kernabstand zunehmen, da sich dubei die Elektronen 
im Mittel einander n~hern. Zudem wissen ~4r sehon aus den Uberlegungen 
beim I-Ieliumutom, dug im symmetrisehen Zustand die gegenseitige 
Coulombsehe Weehselwirkungsenergie der beiden Elektronen gr6ger ist 
als im antisymmetrisehen Zustand. Aus all diesem erkemlen wit, dug 
die Anziehung zweier Wusserstoffatome im symmetrisehen Zust~nd 
energetiseh dadureh zustunde kommt,  dab analog zum Wusserstoff- 
molekiilion die dutch den Tunneleffekt bedingte Abnuhme der kinetisehen 
Energie der beiden Elektronen bei Annaherung der beiden Kerne die 
Zunuhme der einzelnen Coulombsehen Energien fiberwiegt. 

Betraehten wir ~4e beim Wasserstoffmolekfllion die an den Kernen 
angreifenden Krgfte und nieh~ die Energien, so k6nnen wit wieder direkt 
erkennen, dug der symmetrisehe Xustand zur Anziehung f/ihrt. Denn 
aueh bier halten sieh die beiden Elektronen durehsehnittlieh hgufiger 
zwisehen den beiden Kernen als an der Aul3enseite der Kerne auf. Daher 
fiben die Elektronen im Mittel eine naeh innen geriehtete Anziehungs- 
kraft  auf die Kerne aus, die ffir R > Rmi n die AbstoBnng der beiden 
Kerne iiberwiegt. I m  antisymmetrisehen Zustand ist es wieder gerade 
nmgekehrt.  Daher ergibt sieh bier im Mittel eine Abstogung der beiden 
Kerne. Es sei aber ausdriieklieh noeh einmal da.rauf hingewiesen, dab 
sgmtliehe an den Kernen angreifenden Krgfte rein elektriseher Nutur sind. 

Z u s u m m e n f a s s u n g .  

An den bier gebraehten Beispielen wurde erlgutert, dug sgmtliehe 
bei Mehrelektronenproblemen uuftretenden Krgfte rein elektriseher 
Nutur sind (auf den ullgemeinen quanti tat iven Beweis, der sieh leieht 
durehfiihren tgBt, haben wit bier verziehtet). Es sei hier noehmals betont, 
dab die in der Literatur hgufig verbreitete Deutung der Austausehkrfi.fte 
als ,,rein quuntenmeehanisehe" Krgfte zu Mil3verstgndnissen fiihren 
kunn. Wie hier gezeigt wurde, wird dus Auftreten dieser Krgfte im 
wesentliehen dudureh bedingt, dab die Elektronen sieh im Atom bzw. 
1Violekiil nieht unabhgngig voneinunder bewegen. Nur die Ladungs- 
verteilung, die zu diesen Krgften fiihrt, kann nieht Idassiseh bereehnet 
werden, sondern folgt aus der Quantenmeehanikg; Wie wir gesehen haben, 
spielen bier Tmmeleffekt und Unterseheidbarkeit der Elektronen eine 
wesentliehe t~olle, Erseheinungen, die sieh aueh nieht ngherungsweise 
im Rahmen der Bohr-Sommer/eldsehen Theorie besehreiben lassen. 

9 Bei Vielelektronenproblemen werden aul?erdem dureh das Pauli- 
Prinzip (Gesamteigenfunktion der Elektronen antisymmetrisch) die mSgliehen 
Ladungsverteilungen stark eingesehr~nkt. Der Sehalenaufbau der Atom- 
hiille ist dafiir ein t~eispiel. 


