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Die bei Mehrelektronenproblemen auftretenden Krifte und
Energien sind nicht nur z. B. fiir die Mehrelektronenspektren
der Atome und Molekiile und fiir die Bewegung der Elektronen
im Innern eines Metalls, sondern auch fiir das Zustandekommen
der homdopolaren chemischen Bindung wichtig. Es wird an
einigen einfachen Beispielen klargestellt, was hieran schon
vom Standpunkt der klassischen Physik aus zumindest qualita-
tiv versténdlich ist und wo man zu ihrer Erklarung die Quanten-
mechanik heranziehen muB. In diesem Sinne wird aufgezeigt,
daf3 die Austauschkrifte rein elektrischer Natur sind, daf da-
gegen die Ladungsverteilung, die zu diesen Kriften fiihrt,
klassisch nicht vollstindig verstanden werden kann.

Binleitung.

Da hier versucht werden soll, bei schon 6fters behandelten und im
Prinzip gekldrten Erscheinungen die physikalischen Grundlagen so klar
wie méoglich herauszuschilen, werden Rechnungen in folgendem nur so
weit gebracht, wie es zum Verstéindnis der physikalischen Uberlegungen
unbedingt notwendig ist. Im folgenden werden wir so vorgehen, daB
wir zundchst dag quantenmechanische Modell des Problems kurz skizzieren
und anschlieBend erortern, wie weit sich dieses durch ein klassisches
Modell anndhern lafit. Zur genauen Durchfithrung séimtlicher hier nur
kurz angedeuteten Rechnungen sei auf die Biicher von Arnold Sommer-
feld, Atombau wund Spektrallinien, Bd.II, Braunschweig, Friedrich
Vieweg u. Sohn, und von Hans Hellmann, Einfihrung in die Quanten-
chemie, Leipzig und Wien, Franz Deuticke, 1937, verwiesen. Als ein-
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fachstes Beispiel fiir die Mehrelektronenspektren behandeln wir zunidchst
das neutrale Heliumatom. AnschlieBend befassen wir uns — als Vor-
bereitung fir das Verstindnis der homdopolaren Bindung — mit dem
positiv geladenen Wasserstoffmolekiilion und gehen zum SchluB auf die
homéopolare Bindung beim neutralen Wasserstoffmolekil ein.

Das neutrale Heliumatom.

Um die zu einem atomaren System gehorige Schrodinger-Gleichung
zu erhalten, aus der sich bekanntlich die Energiewerte des Systems
berechnen lassen, geht man am besten von dem FEnergiesatz in der
Hamilionschen Form aus. Fir ein Zweielektronenproblem, wie wir es
beim Heliumatom vor uns haben, lautet er:

H by po 1115) = + Vo + Vip=E. (1)

p, und p, bezeichnen die Impulse m v, und m v, der beiden Elektronen.
Die beiden ersten Terme in (1) stellen also die kinetische Energie der
beiden Elektronen dar. Durch V; =—2er;| und V,=—2e¥/t,
wird die Coulombsche Wechselwirkung der beiden Elektronen mit dem
zweifach geladenen Kern beschrieben, wihrend V,, = ezf‘rl—rz\ die
Coulombsche Wechselwirkung der beiden Elektronen wuntereinander
angibt. Der Ubergang zur Schréodinger-Gleichung geschieht nun da-
durch, dafl man die Impulskomponenten P, P, und P, durch die

Operatoren 1|2 7 i —— h/2 e 2

Gleichung unseres Problems erhalten wir damit:

h? h?
Hy(r;1,) = [(*mﬁ1f“mﬁ2> + Vi + Vot Vi p (i Tp) =
= Ey(t1,), (2)
wobei:
A= h=a

7T

Sehen wir die Wechselwirkung der beiden Elektronen untereinander
als klein an und betrachten diejenigen Zustdnde, in denen sich ein
Elektron im rten und ein Elektron im s-ten Bigenzustand des Helium-
atoms befindet, so lauten die beiden normierten Eigenfunktionen?!, die
die Schridinger-Gleichung (1) in nullter Naherung befriedigen:

L4 (rl rz * VE [‘ps (rl) P (fz) I @s (rz) Pr (rl)] (3)

! Die Normierungsbedingung: {9* v dt; dv, = 1 bedeutet die physikalisch
sinnvolle Forderung, daB die Wahrscheinlichkeit, die beiden Elektronen bei
einer Messung irgendwo anzutreffen, gleich 1 ist.
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Hierbei ist ¢, die normierte Higenfunktion des s-ten Higenzustandes
des Heliumatomions He+, wihrend ¢, entsprechend die normierte Eigen-
funktion des r-ten Eigenzustandes ist. Dal in (3) gerade die symme-
trische (+) und die antisymmetrische Kombination der Heliumatomion-
eigenfunktionen auftritt, liegt daran, daB die Losungen (3) aus den
exakten Eigenfunktionen des Heliumatoms hervorgehen, wenn die be-
ziglich der beiden Elektronenkoordinaten symmetrische Wechsel-
wirkung V,, verschwindet. Man sieht daraus, daB in (3) bereits der
Symmetriecharakter der Wechselwirkungsenergie ¥, beriicksichtigt ist,
obwohl zur Berechnung von (3) V,, selbst gleich Null gesetzt wurde.
Wie wir nachher noch sehen werden, bedeutet das, daB sich die Elektronen
bereits in nullter Naherung nicht mehr unabhingig von einander bewegen.

Zur Berechnung der Energieeigenwerte des Heliumatoms in erster
Néherung bildet man den Energieerwartungswert

X Y* (1 1) Hy (1 1,) doy dr,

WOrin:
dv = dx dy dz
und man erhidlt folgende beide Energiewerte
Eoonm = B, + B, + C + A (Parazustand) (4)
und

B, tisymm = &, — E; + C— A (Orthozustand).

Hierbei sind E, und E, die zum r-ten und s-ten Eigenzustand des Helium-
atomions gehorigen Energiewerte.
Die GroBe

C =\ @* (1)) @s (ty) Vip0.* (1) @, (r,) dry dr, {5a)

bezeichnet man wblicherweise als mittlere Coulombsche Wechselwirkungs-
energie der beiden Elektronen, wihrend

4 = \ P* (T) @, (41) Via @, (0) @ (1,) dry dr, (5b)

die sogenannte Austauschenergie darstellt.

Sowohl €' als auch 4 sind positive GroBen?. Daraus sieht man, daf
bei vorgegebenen Quantenzahlen r» und s der antisymmetrische Zustand
(Orthozustand) beim Heliumatom immer energetisch tiefer liegt als
der symmetrische Zustand (Parazustand). Aus der anschlieBenden
Betrachtung wird der physikalische Grund fiir dieses Verhalten ersichtlich.

Die obige Benennung der GroBen € und A erweckt zunichst den
-Eindruck, als trete neben der ,,Coulomb-Energie” € noch die zweite
Energie 4 in Erscheinung, die nicht als eine Energie der aus der klassischen
Elektrizitdtslehre bekannten Art deutbar sei. Das ist nicht richtig,

2 Siie—lie:—z. B. A. Sommerfeld, Atombau und Spektrallinien.
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denn erst C und + A zusammen ergeben die gesamte Coulombsche Wechsel-
wirkungsenergie. Man sieht das leicht aus folgender Uberlegung:

Bekanntlich ist nach der statistischen Deutung der Wellenfunktionen v
und y* die Wahrscheinlichkeit, bei einer Messung das eine Elektron im
Volumenelement dy; und gleichzeitig das zweite Elektron im Volumen-
element dr, vorzufinden, gegeben durch

PF (T Ty) P (L Tp) dYy dty = —; [ps™* (ry) %* (ta) £ @* (ra) @ (11)]
L@ (v0) @ (13) £ @5 () @y (11)] dy dr, (6a)

Betrachten wir zunichst den antisymmetrischen Zustand, so sehen
wir, dal} fir £, gegen 1, der obige Ausdruck gegen 0 geht. Das bedeutet,
daB sich die Elektronen im antisymmetrischen Zustand gegenseitig aus-
weichen. Beim symmetrischen Zustand ist es gerade umgekehrt, hier
ist die Wahrscheinlichkeitsdichte dafir, daB sich die beiden Elektronen
nahe beieinander aufhalten, groBer, als dafl sie weit auseinander sind.
Man erkennt das daraus, dal im symmetrischen Zuostand die Wahr-
scheinlichkeit die beiden Elektronen am selben Ort vorfinden, doppelt
so grof} ist, wie wenn sich die Elektronen unabhéingig voneinander be-
wegen wiirden, denn die zu solch einer Bewegung gehdrige Wahrschein-
lichkeitsverteilung lautet bekanntlich

P* (1) (r} L) = @ (t) @, (La) @, (T1) @r (Ta).
Zur Bestimmung der mittleren Coulomb-Energie mufl man die in (6a)
angegebene Wahrscheinlichkeit mit der zugehorigen Coulombschen

Wechselwirkungsenergie V,, multiplizieren und iiber den gesamten Werte-
bereich von t; und v, integrieren. Man erhdlt dann gerade
Egpq = C + A. )
Aus dieser Betrachtung ist ersichtlich, dafi das Austauschglied in (4)
dadurch auftritt, daBl sich die beiden Elektronen nicht unabhingig von-
einander bewegen; denn nehmen wir zur Berechnung der mittleren
Colowmb-Energie die oben angegebene Dichteverteilung fiir die unab-
hingige Bewegung der beiden Elektronen, so wird Eg,, nur gleich C.

Coul

Es ist nun auch zu verstehen, warum bei vorgegebenen Quanten-
zahlen r und s der Orthozustand immer energetisch tiefer liegt als der
Parazustand?; denn im Orthozustand wird wegen des gegenseitigen Aus-
weichens der beiden Elektronen die Coulomb-Energie im Mittel geringer
als im Parazustand, in dem sich die Elektronen gerade umgekehrt ver-
halten. Die kinetische Energie der Elektronen ist in beiden Zustinden
in der hier betrachteten Naherung dieselbe.

3 Der Grundzustand des Heliumatoms ist ein Parazustand, weil der
zugehorige Orthozustand in diesem Falle nicht existiert.
62%
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Auch zur Ladungsverteilung, die zu den oben angegebenen Energien
bzw. Kriften fiibrt, lassen sich in der klassischen Physik Analogien
finden. So stellt sich in den stationdren Zusténden eine Ladungsver-
teilung der Art ein, daf bei einer infinitesimalen Anderung dieser Ladungs-
verteilung der Erwartungswert der Gesamtenergie sich nicht dndert —
auf den diesbeziiglichen Beweis wollen wir hier verzichten. Das ent-
spricht dem aus der Mechanik bekannten Satz: Befindet sich ein Korper
im statischen Gleichgewicht, so &ndert sich seine Energie bei einer
infinitesimalen Verschiebung nicht. Beispielsweise ist bei vorgegebenen
Quantenzahlen » und s der zum Orthozustand gehérige Erwartungswert
der Gesamtenergie ein Minimum, wihrend er im Parazustand ein Maximum
ist. Klassisch wiirde man sagen, die beiden Elektronen stellen sich so
gegeneinander ein bzw. haben ijhre Bahnen so gegeneinander geneigt,
dafl die Gesamtenergie in den stationdren Zustéinden ein Minimum
(stabiles Gleichgewicht) bzw. ein Maximum (labiles Gleichgewicht)
besitzt. Hierbei kommt es auch in der klassischen Physik fiir die Lage
eines Korpers im statischen Gleichgewicht gar nicht auf die GroBfe der
riicktreibenden (stabiles Gleichgewicht) bzw. wegtreibenden (labiles
Gleichgewicht) Kraft bei Entfernung des Korpers aus der Ruhe-
lage an. Diese Kraft ist z. B. beim stabilen Gleichgewicht nur fir die
Einstellgeschwindigkeit dieses Gleichgewichtes verantwortlich. Die Lage
einer Kugel in einer Schale ist dafiir ein Beispiel. Bei einer noch so flachen
Wolbung der Schale wird die Kugel schlieSlich in der Schalenmitte zur
Ruhe kommen.

In der Theorie der Metallelektronen hat man bei der Betrachtung der
stationdren Zustéinde genau dieselben Verhiltnisse, nur dbertragen anf
viele Elektronen, vor sich. Es ist daher nach dem oben Gesagten verstdnd-
lich, daf} sich die Elektronen im Metall bei einer noch so kleinen gegenseitigen
Wechselwirkung nicht mehr unabhingig voneinander bewegen. Im Grund-
zustand z. B. werden sich diese Elektronen gegeneinander so einstellen, daf3
die Gesamtenergie ein Minimum wird.

Allerdings kann man beim Heliumatom, wie bet simtlichen Mehr-
elektronenproblemen im Rahmen der Bohr-Sommerfeldschen Theorie
die Ladungsverteilung der Elektronen nicht in der Weise durch klassische
Bahnen ersetzen, dafl das Mehrelektronenspektrum niherungsweise
richtig herauskommt. Bei Atomen mit einem Leuchtelektron ist dies
ja bekanntlich méglich®. Der Grund dafiir ist folgender: Wie man aus (3)

4 DaB beim Wasserstoffatom die Berechnung der Energieterme nach
der Bohr-Sommerfeldschen Theorie und nach der strengen Quantenmechanik
exakt dasselbe liefert, ist als Zufall anzusehen. Denn quantenmechanisch
gesehen, ist das Elektron im Gegensatz zur klassischen Auffassung in jedem
Energiezustand mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit beliebig weit ent-
fernt vom Kern anzutreffen. Beim abgeschnittenen Coulomb-Feld z. B. trifft
diese exakte Ubereinstimmung bereits nicht mehr zu.
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sieht, bewirkt die symmetrische Wechselwirkungsenergie V;,, dafi auch
die Eigenfunktionen (3) vollstindig symmetrisch bzw. antisymmetrisch
in den Koordinaten der beiden Elektronen sind. Das heiit physikalisch,
die Elektronen koénnen prinzipiell nicht voneinander unterschieden werden.
Die symmetrische Betrachtungsweise der Elektronen ist aber nur dadurch
moglich, daBl in der Quantenmechanik im Gegensatz zur klassischen
Physik prinzipiell auf die Bahnvorstellung verzichtet wird und nur nach
einer Wahrscheinlichkeitsverteilung der Elektronen z. B. beziiglich ihrer
Lage und ihres Impulses gefragt wird.

AbschlieBend zu unseren Betrachtungen iiber das Heliumatom sel
noch erwiithnt, daB auch die Behandlung der strengen Losung des Problems
an den hier gebrachten physikalischen Uberlegungen nichts Wesentliches
andert.

Das Wasserstoffmolekilion.

Als einfachstes Beispiel eines Molekiils betrachten wir zunichst das
Wasserstoffmolekiilion im Grundzustand. Wir werden anschliefend
sehen, dafl wir an ihm bereits die wesentlichsten Higenschaften studieren
konnen, die zur homoopolaren Bindung fithren.

Das Wasserstoffmolekiilion besteht bekanntlich aus 2 Wasserstoff-
kernen, in deren Coulomb-Feld sich ein Elektron bewegt. Hierbei wird
sich bei der Molekiilionbildung aus Wasserstoffatom und Wasserstoffkern
(Proton) zwischen den beiden Kernen solch ein Abstand R einstellen,
daB die Gesamtenergie ein Minimum wird. Um diesen Abstand R, ;,
zu berechnen, miissen wir zundchst die Gesamtenergie als Funktion
des Kernabstandes R bestimmen. Wie beim Heliumatom werden wir
uns bei der Berechnung dieser Energie auf eine erste Naherung beschrin-
ken, da sich aus ihr bereits simtliche wesentlichen Eigenschaften des
Wasserstoffmolekiilions qualitativ ablesen lassen. Ebenso wollen wir
auch hier simtliche Rechnungen nur kurz andeuten.

Die Schridinger-Gleichung unseres Problems, die sich ganz analog
zur entsprechenden Gleichung beim Heliumatom ableiten 1aBt, lautet:

h? e? e? e?

Hy(r) = —WA—W—W—F-E p()=Eyp() ((8)
—R¥2m A stellt den Operator der kinetischen Energie des Elektrons

e?
dar, wihrend — T

und — — die Coulombsche Wechselw1rkung des
Irql l 3|

Elektrons mit den beiden Kernen a und & angibt. ? bezeichnet die

Coulombsche AbstoBungsenergie der beiden festgehaltenen Kerne a und b.

Nehmen wir zunichst den Abstand B der beiden Kerne als sehr
groB an, so kann sich das Elektron entweder beim Kern a oder beim
Kern b aufhalten. Wir kénnen daher in nullter Niherung die Wellen-
funktion des Elektrons als eine Uberlagerung aus den beiden Wasser-
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stoffatom-Eigenfunktionen des Grundzustandes ¢, (r) und g, (r) an-
setzen. Wir vernachlissigen also in dieser Ndherung jeweils die Wechsel-
wirkung des Elektrons mit dem weiter entfernten Kern. Da die Wechsel-
wirkung des Elektrons mit den beiden Kernen beziiglich dieser Kerne
vollstindig symmetrisch ist, erhalten wir analog zu den Wellenfunktionen
beim Heliumatom als Eigenfunktion nullter Niherung:

y (1) = 7}; T (P £ gy () (9)

Diesmal tritt wegen der eben erwihnten Symmetrie in (9) die
symmetrische bzw. antisymmetrische Kombination der Wasserstoff-
atom-Eigenfunktion beziiglich der beiden Kerne a und 6 aui.

Der Faktor Vl_z_Ti%:? mit § = | g, () @, (1) de bewirkt, dal die
Eigenfunktionen (9) auf 1 normiert sind. Wie man sieht, ist §, das stets
kleiner als 1 ist, ein Mafl dafir, wie weit sich die Eigenfunktionen ¢,
und ¢, gegenseitig iiberlappen. Zur Berechnung der Energiewerte
1. Naherung bilden wir wie beim Heliumatom \ ¥ (t) Hy (r) dr und

erhalten:
e? e?
Esymm = K, +f"“'i+s (D -+ F), (10,
e? e?
Eantisymm =B, + R T 1—§ (D—F).
£ ist die Energie des Wasserstoffatoms im Grundzustand, wihrend ¢*/ R
die gegenseitige Coulombsche AbstoBungsenergie der beiden Kerne be-
deutet. Diese beiden Terme geben also die Energie nullter Niherung

unseres Problems an. Mit D wurde die positive Grofie

C -
.\ m_ Pi (t) Pa (l‘) dr = ,\ W(pb (r) s (r) dr
und mit F die positive GroBe
1 P
'\ W Pu ¥) Po (v) dr = S —rb— Pp (r) Pa (r) dr

abgekiirzt.

Zeichnet man die Energie in Abhingigkeit vom Abstand R auf, so
erhdlt man qualitativ den Kurvenverlauf von Abb. 1.

Daraus ist ersichtlich, daff nur der symmetrische Zustand zu einer
Bindung fithrt, da nur bei ihm die Gesamtenergie in Abhingigkeit vom
Kernabstand R ein Minimum durchlduft. Im Gegensatz zum Helium-
atom gehdrt hier (bei festgehaltenem Kernabstand R) zur Ladungs-
verteilung des antisymmetrischen Zustandes ein maximaler Erwartungs-
wert der Gesamtenergie, wihrend zur Ladungsverteilung des symmetri-
schen Zustandes ein minimaler Erwartungswert der Gesamtenergie gehort.



H. 5/1953] In Mehrelektronensystemen auftretende Kriafte. 963

Wir wollen nun, wie beim Heliumatom, darangehen, die eben er-
haltenen Ergebnisse anschaulich zu deuten. Dazu zeichnen wir den
Verlauf des Coulomb-Feldes der beiden Kerne a und b, in dem sich das
Elektron bewegt, in einer Ebene auf, die durch die beiden Kerne a und &
geht. Wir setzen dabei zundchst voraus, dafl der Abstand R der bgiden
Kerne groB gegeniitber dem Wasserstoffradius im Grundzustand sei.
Man erhilt dann den in Abb. 2 aunfgezeichneten Verlauf.

Wirde das Elektron den GesetzméBigkeiten der klassischen Physik
gehorchen, so konnte es sich im Grundzustand (seine Energie ist durch
die gestrichelte Linie angedeutet), zumindest bei grofem Kernabstand E,
nur in einer der beiden gezeichneten Potentialmulden aufhalten. Aber
es konnte nicht von einer Potentialmulde in die andere hiniiberwechseln,
da seine Energie nicht ausreicht, um den mittleren Potentialberg zu
iiberwinden. Quantenmecha-
nisch ist das bekanntlich ,
moglich. Wir haben es hier
im Prinzip mit derselben Er-
scheinung zu tun, die in der 4
Kernphysik unter dem Na-

£, IRILSYMMETIISER

£symmerrisch

men Tunneleffekt bekannt = £
. . . min
ist und die bekanntlich das

Abb. 1. Die Energie des symmetrischen und antisymme-
Zustandekommen  des  «- trischen Zustandes des Wasserstoffmolekiilions H,+ als
Zerfalles erkliart. Der Null- Funktion des Kernabstandes R.

punktsschwingung des Elek-

trons im Grundzustand {iberlagert sich wegen dieses Effektes eine
Schwingung, die fiir das Hin- und Heroszillieren des Elektrons
zwischen den beiden Potentialmulden maBgebend ist. Die Frequenz
dieser Schwingung kann man dadurch ausrechnen, daf man z. B.
fragt, welche Zeit vergeht, bis ein Elektron, das sich zur Zeit { =0
in der Potentialmulde um den Kern a befunden hat, mit Sicherheit
in die Potentialmulde um den Kern b hintibergewechselt ist. Die Rechnung,
die hier nicht durchgefiihrt werden soll, ergibt, dafl diese ,,Austausch®-

frequenz durch die Grofie vy = =~ bestimmt ist.

Fir den Gleichgewichtsabstand R, der beiden Kerne (~ 14 A)
betrigt diese Frequenz ungefihr 106 Schwingungen pro Sek., wihrend
sie fiir den 10fachen Gleichgewichtsabstand bereits auf ungefdhr
10¢ Schwingungen pro Sek. abgesunken ist. Im 100fachen Gleichgewichts-
abstand (~ 1,4- 10-¢cm), also noch unterhalb der mikroskopischen
MeBgenauigkeit, ist die Zeit fiir einen Ubergang bereits auf die unvor-
stellbar lange Zeit von 10%8 Jahren angewachsen®.

5 Siehe z. B. H. Hellmann, Binfithrung in die Quantenchemie.



964 K. Wildermuth: [Mh, Chem., Bd. 84

Verkleinern wir den Abstand E der beiden XKerne, so wird der
Potentialberg in der Mitte immer weiter absinken, bis er schlieffilich so
klein geworden ist, dall das Elektron auch nach den Gesetzen der
klassischen Physik in die benachbarte Potentialmulde hiniibergelangen
konnte. Aber auch jetzt besteht noch ein wesentlicher Unterschied
zwischen dem Verhalten des Elektrons nach der klassischen Physik und
nach der Quantenmechanik. Nach der klassischen Physik tritt an der
Potentialschwelle, sobald die Energie des Elektrons zur Uberwindung
" des Potentialberges ausreicht, keine Reflexion des Elektrons an dieser
Schwelle mehr ein, wihrend nach der Quantenmechanik das Elektron
trotzdem mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit noch reflektiert wird.
Beim Abstand E,;, der beiden Kerne ist die Reflexionswahrscheinlich-
keit des Elektrons an der Potentialschwelle von derselben GroBenordnung
wie seine Ubergangswahrscheinlichkeit zur benachbarten Potential-

Loy

_‘A’/ -—=Tf Brundzvsiond -

Abb. 2. Coulomb-Eunergie des Elektrons im Ion H,+ lings der Keraverbindungslinie bei festera
Kernabstande.

mulde. Man erkennt aus diesen Betrachtungen, daBl der Teil der Ladungs-
verteilung, der durch die Gréfie F bestimmt wird, in keiner Weise klagsisch
verstanden werden kann. Wie man aus Gl. (10} und Abb. 1 erkennen
kann, ist die Grofe F wiederum fir das Zustandekommen der Bindung
beim Wasserstoffmolekiilion verantwortlich.

Es soll nun noch eine weitere qualitative Uberlegung angeschlossen
werden, aus der man anschaulich einsehen kann, warum nur der
symmetrische und nicht der antisymmetrische Zustand zur Wasserstofi-
molekillionbindung fithrt. Dazu betrachten wir die beiden in Abb. 3
dargestellten Diagramme, in denen die Ladungsverteilung dieser beiden
Zustinde eingezeichnet ist. Die eingezeichneten Kurven sind Linien
konstanter Ladungsdichte. Die Dichte nimmt von den Kernzentren
aus nach auben ab.

Man erkennt aus diesen beiden Diagrammen, dafl im antisymmetri-
schen Zustand im Gegensatz zum symmetrischen Zustand die Ladungs-
dichte zur Molekiilionmitte hin sehr stark abfiilt (in unserer Naherung
geht sie sogar auf 0 zurtck).
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Dasg bedeutet anschaulich, dall das Elektron sich im symmetrischen
Zustand im wesentlichen gleichzeitig um beide Kerne herumbewegt,
wéhrend es im antisymmetrischen Zustand sich entweder nur um den
Kern a oder nur um den Kern b herumbewegt. Wir kénnen daher sagen,
im symmetrischen Zustand steht dem Elektron ein viel gréBerer Raum
fiir seine Bewegung zur Verfiigung als im antisymmetrischen Zustand.
Daraus kénnen wir sofort die wichtige Folgerung ziehen, daf die mittlere
kinetische Energie des Elektrons, die proportional zum quadratischen
Impulsmittelwert des Elektrons ist, im symmetrischen Zustand viel
kleiner ist als im antisymmetrischen Zustand. Nach der Heisenbergschen
Unschérferelation ist ndmlich der quadratische Mittelwert des Impulses
eines Teilchens um so gréBer, je kleiner der Raum ist, der diesem Teilchen
fur seine Bewegung zur Verfigung steht. Dieses starke Absinken der
kinetischen Emergic beim Ubergang vom antisymmetrischen Zustand zum
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Symmerrischer Zustond artisymmerrischer Zystand

Abb. 3. Ladungsverteilung im H,*-Ton im symmetrischen und antisymmetrischen Zustand.

symmetrischen Zustend ist im wesentlichen fir das Zustandekommen
der Wasserstoffmolekiillionbindung und, wie wir nachher sehen werden,
auch der Wasserstoffmolekiilbindung verantwortlich®. Um den eben
geschilderten Sachverhalt noch etwas besser zu verstehen, betrachten
wir wie vorhin die Ladungsverteilung — des symmetrischen Zustandes —
in Abhingigkeit vom Kernabstand E. Bei Verkleinerung des Kern-
abstandes R wird zunichst die kinetische Energie des Elektrons ab-
sinken, da die Aufenthaltswahrscheinlichkeit des Elektrons zwischen
den beiden Kernen wegen des oben geschilderten Tunneleffektes zu-
nimmt und dadurch der Raum, der dem Elektron im Mittel fiir seine
Bewegung zur Verfiigung steht, vergroflert wird. Fiir die mittlere
potentielle Energie des Elektrons bedeutet die Zunahme dieser Auf-
enthaltswahrscheinlichkeit dagegen, dal sie mit Verkleinerung des
Kernabstandes B zunichst zunimmt, denn zwischen den Kernen befindet,
sich ein hoher Potentialberg (siche Abb. 2). Erst bei einem Kernabstand,

6 Far den Hinweis auf diesen Puukt bin ich Herrn A.wv. Mohrenstein
zu Dank verpflichtet.
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der in der Grifenordnung des Molekiildurchmessers liegt, nimmt die
mittlere kinetische Energie des Elektrons wieder zu (der Gesamtraum,
der dem Elektron zur Verfiigung steht, wird wieder kleiner) und die
mittlere potentielle Energie des Elektrons nimmt wieder ab (die Héhe
des Potentialberges zwischen den beiden Kernen verringert sich sehr
rasch).

Aus diesen Betrachtungen folgt das im ersten Augenblick merk-
wiirdig erscheinende FErgebnis: Obwohl bei Anndherung eines Protons
an ein Wasserstoffatom die gegenseitige potentielle Energie der Teilchen
(Coulombsche AbstoBungsenergie der beiden Kerne, Coulomb-Energie
des Elektrons im Feld der beiden Protonen) zunimmt, ziehen sich die
Teilchen trotzdem im Mittel gegenseitig an. Die Erklirung ist, nach
dem oben Geschilderten, darin zu suchen, dall die kinetische Energie
des Elektrons bei dieser Anndherung so stark abnimmi, dafi die Energie-
dnderung trotzdem negativ wird.

Der eben geschilderte qualitative Verlauf der kinetischen und
potentiellen Energie in Abhidngigkeit vom Kernabstand 148t sich auch
rechnerisch verfolgen. Man braucht dazu nur den Erwartungswert der
kinetischen Energie

. h?
By (B) = — | y* (1) 5 Ay (1) de
und der potentiellen Energie
E . (R) = __\ * (1) (i ;_‘92*_{__61) (x) dr
pot W TGl "l TR

in Abhéngigkeit von E bilden. Darauf soll aber nicht niher eingegangen
werden. '

Betrachten wir die beim Wasserstoffmolekiilion auftretenden elektri-
schen Krifte und nicht die Energien, so koénnen wir direkt erkennen,
daf} der symmetrische Zustand zur Anziehung und der antisymmetrische
Zustand zur Abstofung der beiden Kerne fihrt. Nach Abb. 3 hilt sich
das Elektron im symmetrischen Zustand im Mittel biufiger an der
Innenseite als an der AuBenseite der Kerne auf?’. Daher wird durch das
Elektron im Mittel eine nach innen gerichtete elektrische Kraft auf die
beiden Kerne ausgeiibt, die fir R > R, die Abstofung der beiden
Kerne iiberwiegt. Im antisymmetrischen Zustand ist es gerade umge-
kehrt, hier halt sich das Elektron hiufiger an der AuBenseite als an der
Innenseite der Kerne (sieche Abb. 3) auf. Daher stoBen sich jetzt die
Kerne im Mittel abs.

7 Man koénnte auch sagen, dall durch den Tunneleffekt die Polarisation
(im symmetrischen Zustand) der Elektronenhille und damit auch die gegen-
seitige Anziehung der Kerne wvergrofert wird.

8 Um z. B. die den Kern a angreifende Kraft zu berechnen, mufl man
zundchst das vom Elektron und dem Kerin b ara Ort a erzeugte mittlere
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Das Wasserstoffmolekul.

Zum Schlull unserer Ausfihrungen soll nun noch das Wasserstoff-
moleki] betrachtet werden. Hier konnen wir uns verhiltnismifBig kurz
fassen, da wir simtliche wesentlichen Eigenschaiten, die zur Wasser-
stoffmolekiilbindung fithren, bereits am Heliumatom und am Wasser-
stoffmolekillion studiert haben. Aus diesem Grunde wollen wir jetzt
auch darauf verzichten, die zur Wasserstoffmolekilbindung gehérigen
guantenmechanischen Rechnungen zu skizzieren, da sie uns doch nichts
wesentlich Neues lehren. Wir beginnen daher sofort mit der physikalischen
Diskussion des Problems. Beim Wasserstoffmolekil haben wir es wie
beim neutralen Heliumatom mit einem Zweielektronenprobiem zu tun.
Die Eigenfunktion, die fiir das Verhalten des Wasserstoffmolekiils maf3-
gebend ist, muB daher (wegen der symmetrischen Wechselwirkungs-
energie zwischen den beiden Elektronen) wieder symmetrisch bzw.
antisymmetrisch in den Elektronenkoordinaten sein (sie ist auch
symmetrisch bzw. antisymmetrisch beziiglich der beiden Kerne a und b).
Die ‘Rechnung zeigt, daB diesmal (bei konstantem Kernabstand R) —
im Gegensatz zum Heliumatom — im antisymmetrischen Zustand die
Energie ein Maximum besitzt. Der symmetrische Zustand fithrt zur
Wasserstoffmolekiilbildung, da nur bei ihm die Energle als Funktion
vom Kernabstand R ein Minimum. durchliuft. Um dies qualitativ zu
verstehen, betrachten wir die Ladungswolke eines Elektrons im
symmetrischen und im antisymmetrischen Zustand. Die Rechnung
ergibt hier qualitativ dieselbe Dichteverteilung wie beim symmetrischen
und antisymmetrischen Zustand beziiglich der beiden Kerne des Wasser-
stoffmolekiilions. Daraus kénnen wir nach unseren fritheren Betrach-
tungen sofort schlieBen, daf3 die kinetische Energie der beiden Elektronen
im symmetrischen Zustand viel kleiner ist als im antisymmetrischen
Zustand. AuBerdem ergibt sich aus denselben Argumenten wie beim
Wasserstotfmolekiilion, daB im symmetrischen Zustand bei Verkleinerung
des Kernabstandes R die kinetische Energie der Elektronen stark ab-
nimmt, solange R ziemlich grofer als der Durchmesser des Wasserstoff-
molekiils ist. Auch hier wird die Abnahme der kinetischen Energie durch
den Tunneleffekt bedingt. Weiter kann man analog zum Wasserstoff-
molekilion erkennen, daB die Verkleinerung des Kernabstandes R
zunichst eine VergroBerung der Coulombschen Wechselwirkungsenergie
der beiden Elektronen mit den Kernen mit sich bringt. Auch die Coulomb-
sche Wechselwirkungsenergie zwischen den beiden Elektronen wird bei

elektrische Potential bestimmen. Es ist gegeben durch | w*(r) {———

2 2 o2
+ %} p (¢) de ([tg)=1r- %; %] = R). gradg|v* () {——E«—‘ + i}w (r)drt

gibt dann die am Kern ¢ angreifende mittlere elektrische Kraft an.
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abnehmendem Kernabstand zunehmen, da sich dabei die Elektronen
im Mittel einander nithern. Zudem wissen wir schon aus den Uberlegungen
beim Heliumatom, daB im symmetrischen Zustand die gegenseitige
Coulombsche Wechselwirkungsenergie der beiden Elektronen gréfler ist
als im antisymmetrischen Zustand. Aus all diesem erkennen wir, daB
die Anziehung zweier Wasserstoffatome im symmetrischen Zustand
energetisch dadurch zustande kommt, daB analog zum Wasserstoff-
molekiilion die durch den Tunneleffekt bedingte Abnahme der kinetischen
Energie der beiden Elektronen bei Anniaherung der beiden Kerne die
Zunahme der einzelnen Coulombschen Energien iiberwiegt.

Betrachten wir wie beim Wasserstoffmolekiilion die an den Kernen
angreifenden Krifte und nicht die Energien, so kénnen wir wieder direkt
erkennen, daf der symmetrische Zustand zur Anziehung fithrt. Denn
auch hier halten sich die beiden Elektronen durchschnittlich hiufiger
zwischen den beiden Kernen als an der Aullenseite der Kerne auf. Daher
iiben die Elektronen im Mittel eine nach innen gerichtete Anziehungs-
kraft auf die Kerne aus, die fir R > R, die AbstoBung der beiden
Kerne iberwiegt. Im antisymmetrischen Zustand ist es wieder gerade
umgekehrt. Daher ergibt sich hier im Mittel eine Abstofung der beiden
Kerne. Es sei aber ausdriicklich noch einmal darauf hingewiesen, daf
sémtliche an den Kernen angreifenden Krifte rein elektrischer Natur sind.

Zusammenfassung.

An den hier gebrachten Beispielen wurde erldutert, daB simtliche
bei Mehrelektronenproblemen auftretenden Krifte rein elektrischer
Natur sind (auf den allgemeinen quantitativen Beweis, der sich leicht
durchfithren 186%, haben wir hier verzichtet). Es sei hier nochmals betont,
daf die in der Literatur héufig verbreitete Deutung der Austauschkrifte
als ,.rein quantenmechanische” Krifte zu MiBverstindnissen fithren
kann. Wie hier gezeigt wurde, wird das Auftreten dieser Krifte im
wesentlichen dadurch bedingt, daBl die Elektronen sich im Atom bzw.
Molekil nicht unabhingig voneinander bewegen. Nur die Ladungs-
verteilung, die zu diesen Kriften fithrt, kann nicht klassisch berechnet
werden, sondern folgt aus der Quantenmechanik®. Wie wir gesehen haben,
spielen hier Tunneleffekt und Unterscheidbarkeit der Elektronen eine
wesentliche Rolle, Frscheinungen, die sich auch nicht niherungsweise
im Rahmen der Bohr-Sommerfeldschen Theorie beschreiben lassen.

® Bei Vielelektronenproblemen werden auBerdem durch das Pauli-
Prinzip (Gesamteigenfunktion der Elektronen antisymmetrisch) die méglichen
Ladungsverteilungen stark eingeschréinkt. Der Schalenaufbau der Atom-
hiille ist dafur ein Beispiel.



